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Apergu

Etendre la correspondance de Curry-Howard a la logique classique
Calcul de termes de preuves classiques : le Ap-calcul de Parigot
» Opérateurs de contrdle / continuations

Interprétations calculatoires
» Appel par nom / par valeur
Résultat : la dualité de De Morgan échange CBN et CBV !

Dualité révélée par une sémantique catégorique
Interprétation catégorique la logique classique
> Non dégénérée!
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Section 1

Le Au-calcul
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Séquents a plusieurs conclusions

e Plusieurs formules a droite — logique classique

e Ay,..,A, + By, .., B, signifie
« Ajet...et A, entraine By ou ...ou B,, »

@ Tiers exclu en calcul des séquents LK :

AFA
F —AA
F -AVA

e Typage du Ap-calcul : déduction naturelle classique
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Le Apu-calcul (Parigot, 1992)

o Termes:

> X,Y, .. : variables de termes

> a,f, .. : variables de controle

» MUN,..:=x|*| MN | AxM | [a]M | pa.M
o Types du A-calcul simplement typé avec L et T : A, B, ...
o Jugements de typage: ' -M:A | A

> T=x1 :Al,...,xn :An

> A=C¥1 ZBl,...,am:Bm
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Sémantique informelle

@ Variables de contrdle = continuations

o ua.M=% (Aa.M)

e [a]M =~ throw/cca M

o ua.la]M = call/cc (Aa.M)

@ Pourx:A,y:B-M:C|la:D,B:E
> X, : entrées de M

» Sortie principale de M de type C
> a,f : sorties « exceptionnelles » de M
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Regles de typage

(var)

(app)

(*)

IFx:A-x:A|A F'«:T]|A

'-M:A—-B|A I'EN:A|A

'-MN:B|A

Ix:A-M:B|A
Fr'-Ax:A)M:A—>B|A

(abs)

(name) I'EM:A|la:AA
TH[aIM: L |a:AA

I''M:1L]a:AA

W T @AM A A
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Conjonction / type produit

e AB,..:=..| AAB
e MUN,..:= . | MN) | ;y M| 1, M
o Regles usuelles de typage

TFM:A|A TFN:B|A
THF(MN):AAB|A

(pair)

(R)FI—M:A/\BlA (n)FI—M:A/\BlA
VT M:A A Y TrmM:B|A
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Ajout de la disjonction au Apu-calcul

@ V intuitionniste : type somme

> 11, lp, case ...
» Pas la solution retenue

@ V classique : agit a droite du séquent
» 2 sorties de types A et B = 1 sortie de type A V B
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Disjonction classique (Pym et Ritter, 1998)

e AB,.:=..|AVB
o M)N,..:=..|[apIM]| ua,p)M
e Regles de typage a droite

I'M:AVB|a:ApB:BA

(name’) I'+[a,pIM:L|a:AB:BA

'EM:1|a:ApB:BA
I'-ula,p)M:AVB|A

()
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Tiers exclu en Ap-calcul

ula = A, B =A).[plAx.[a]x

x:AFx:Ala:ApB:-A
x:Arfalx:L]|a:ApB:-A
FAx:A)alx:—Ala:AB:-A
FIBIAx:A)falx: L |a:ABp:-A
Fula: A B:—A)BIA(x : A).la]lx : AV —A |
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Section 2

Sémantique par traduction CPS
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Traduction CPS! : vue d’ensemble

Définir la sémantique du Au-calcul par traduction
> M ~ N dans Ay ssi trad(M) =, trad(N)

Langage cible : A-calcul simplement typé avec + et X

On fixe un un type des réponses R
2 choix non équivalents :

» Appel par valeur (CBV) : M ~» M

» Appel par nom (CBN) : M ~» M (Hoffman et Streicher, 1997)
2 notions d’équivalences

»M=,No M= N
> M:nNc}M:ﬁTIN

Lcontinuation-passing style
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Traduction des types en CBN

@ On définit, pour A type de Au :

» K, : type des continuations associé a A
» C4 : type des calculs associé a A

@ Par induction structurelle :

KT=0
Kanp = Ka + Kp
KJ_:1

Kavp = Ka X Kp
Ka—p =Ca X Kp
CA = KA — R
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Traduction des termes en CBN (1)

@ Par induction structurelle :

x=Ak:Ky). Xk (x:A)

M N = A(k : Kg). M (N, k) (M:A—-B/N:A)
Ax:A). M = A(X, k) : Kasp). M k (M : B)
[alM =A(k:1).Ma M:A,a:A)
pla:A). M= A(@:Ky). M= (M: 1)

e Abréviation A(x,y). t = Az. t{x\m1z}{y\n,z}
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Traduction des termes en CBN (2)

o Abr. [t,u] = function | (nx)=tx | (Ly)=>uy

(M,N) = Ak : Kanp)- [M,N] k (M:A,N:B)

1 M= Ak Ka). M (4 ) (M:AAB)

iy M= Ak : Kp). M (12 %) (M:AAB)

[a, IM = A(k : 1). M (&, B) (M:AVB,a:A,p:B)
A B:B). M= A(& By : Kayp)- M (M: 1)
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Traduction des jugements de typage en CBN

Théoreme (préservation du typage en CBN)

Sixy:Bi, ., Xy By -M:A | ay: Ay, ..., a, Ay, alors
%1 :Cp, e, %y 1 Cp 81 1Ky Gy 1 Ky = M2 Cy

e Traduction des jugements : I' - M: A | A
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Traduction des types en CBV

@ On définit, pour A type de Au :
» K, : type des continuations associé a A
» Cy : type des calculs associé a A
» V4 : type des valeurs associé a A

VT=1
Vang = Va X Vg
VJ_ZO
Vap=Va+Vp
Vasp=VaxKg—>R (2V,4— Cp)
KA:VA—>R
CA:KA—>R

Au Control categories and duality 14 février 2014

19/1



Traduction des termes en CBV (1)

e Par induction structurelle :

X = Alk: Ky). k& (x: A)
MN = Ak : Kg). M (Am. N (An. k (m,n))) (M:A — B,N:A)
Ax: A). M = A((R, k) : Kasp). k (A%, c). M ¢) (M : B)
[aM = A(k:K,).Ma (M: A a:A)
wla:A). M= A@a:Ky). M+ (M: 1)

o Etc.
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Traduction des jugements de typage en CBV

Théoréme (préservation du typage en CBV)
Sixy:Bi, ., Xy By -M:A | ay: Ay, ..., a4, Ay, alors

X1 VBl,...,iCn 5 VBnrdl :KAlrmrdm : KAm FM: CA

@ Traduction desjugements : I' - M: A | A
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Remarques sur I'image de la traduction

@ Dans les termes élaborés, toutes les abstractions ont un type de la
forme A — R (R type des réponses)

» On peut se restreindre au fragment AR o1
tu, .. = | Ax.(t:R) | ...

@ En CBN, K4 et C4 sont de la forme B — R
e En CBV, K, et C4 sont de la forme B — R, mais pas V4
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Section 3

De AR*>* aux catégories de contrdle
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Modele catégorique de AR+

o Interprétation du A-calcul avec + et X : catégories bicartésiennes
closes
e Pour interpréter AR+X on a besoin de
> +: coproduit
» X :produit
> R: choix d’objet distingué
» _ — R:exponentielle
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Catégories de réponses

Définition
Une catégorie de réponses est une catégorie C admettant
o des produits finis
@ des coproduits finis
@ un objet des réponses R € C
e pour tout A € C, une exponentielle A = R (ou R%)
tels que
e X distribue sur +

@ le morphisme canonique A — (A = R) = R soit un
monomorphisme

o AR™g’interprete naturellement dans une catégorie de réponses
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Catégories de continuations

Définition
Soit C une catégorie de réponses. La catégorie des continuations de C est

la sous-catégorie pleine dont les objets sont de la forme A = R. Elle est
notée RC.

Théoréme
Une catégorie de continuations est cartésienne close.

e1=R°
o RA x RB = RA+B
° (RB)RA ~ RBXRA
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Structure prémonoidale symétrique

Définition (%)

déf

On définit sur R€ le connecteur (A = R)® (B=> R) = (AX B = R)

A X.. XA, >R=(A1=2R)®.®(A,=R)
@ % est associatif et commutatif (& = pres)
@ R =1 = R est un neutre, noté aussi L
AR BXC)=2(AR®B)X(ARC(C)
e structure prémonoidale :
» (A=>R)®(B=R) =B = (A = R): fonctoriel en (A = R)

» M RBetRA® endofoncteurs de R€
» _® _n’est pas un bifoncteur
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Quelques mots sur les catégories de controle

o Catégories de controdle : axiomatisation « algébrique » des
catégories de continuations
o Ftudiées en profondeur dans Iarticle
e Catégorie Pavecl,x, L, %®
@ Axiomes :
» (P, 1, X) cartésienne close
> (P, L, ™) prémonoidale symétrique
» distributivité
> autre condition technique (codiagonales)
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Théoreme de structure des catégories de controle

Théoréme

Toute catégorie de continuations est une catégorie de controle. J

e Vérification mécanique des axiomes

Théoréme (de structure)
Toute catégorie de controle est équivalente a une catégorie de continuations. J

@ Gros résultat de 'article!
@ Non traité ici
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Structure co-close faible

@ Onpose Ao-B=(B=>A)= 1
o Il existecoapp : B — (Bo— A)R A

o Vf:B— C®A, A cocurry(f) : (Bo—A) — C
satisfaisant une propriété universelle
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Catégories de co-controle

@ Dual d’une catégorie de contrdle

Controle

Co-controdle

1
AXB
1
AR®RB
Bo— A

0
A+B
T
A®B
A —oB

@ Structure close faible sur une catégorie de co-controdle :

»app:(A—-B)®A—B
> curry(f) : C = (A — B)
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Section 4

Interprétation catégorique de Au et dualité
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Interprétation de Au dans une catégorie

C une catégorie de réponses
R+x
AT,

On passe par l'interprétation « naturelle » de
et par la traduction CPS en CBN

[] : jugements de typage — morphismes dans C

Rappel :
X1:B1, ., Xy By EM:A | oyt A e 0t A
X1:Cpyee, Xy 1Cp, 01 1 Kgyy o, Gy 1 Ky = M2 Cy
[%1:Cp,y o %y i Cp @y 1 Ky oo, Gy Ky = M CA]]AM =¢:
Cgl X .. X CBn X KAl X .. XKAm — Cy
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Interprétation de Ay (bis)

e Rappel: Cy = (K4 = R)
@ On réécrit
> ¢:Cp X..XCp XKy, X..xKy — Kqg=R
»en¢:Cp X .. xCp — Ky XKy X..xKy =R
e Rappel : (A= R)®(B=>R)=(AXxB=R)
] éZCle...XCBn —>CA1§’CA13?...1?CAM
© [x;1:By, ., Xy By FM:A | a1 Ay, a0 Ayl d=éfq5

e L'image de l'interprétation est dans R !
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Interprétation directe en CBN

e Définir directement la sémantique dénotationelle dans une
catégorie de contrdle, sans passer par la traduction CPS
 [x1:By,..,x, By -M:A | a;:Aq, ..,ay :Am]]n :
[Bi] % .. x [B.] — [A] % [A1] .. % [An],
o Interprétation des types :
~ [Tl =1
» [AnB] =[A] x[B],
» [A—B] =[A] = [B],
> 1], =L
> [AvB], =[A], ®[B],
o Interprétation des termes :
» utiliser les morphismes structurels d’une catégorie de controle
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Sémantique obtenue

Théoréme

En appel par nom, l'interprétation directe du Ap-calcul dans R€ coincide avec
Uinterprétation de la traduction CPS dans C.

Théoréme (correction et complétude de la sémantique)
M =, N siet seulement si [M] = [N] .
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Interprétation CBV (par traduction CPS) (1)

e Rappel:

X1:By, ., % By FM:A | ag t Aq, 0t A
X1: Vg, Xy 0 Vg, 81t Kyyy o 8y 1 Ky FM:Cy
] [[5(1 : VBl,...,an : VBn’dl :KAl,...,&m : KAm FM:CA]]ARM = l,b:
‘/B1 X .. X VBn XKAl X .. XKAm — Cy
@ Remarques:

» K4 =V, = RetCy = K4 = Rsontdans R¢
» V4 nest pas forcément dans R€!
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Interprétation CBV (par traduction CPS) (2)

@ On réécrit
> Vg XX Vp XKy X..xKy —Ky=R
»eni i Ky XKy X XKy — Vg xX..xVp =R
o 1’@ Ky XKAl X .. XKAm - KBI 2. @KBH
o La fleche est dans le « mauvais sens »
» On prend la catégorie duale!

o Q@OPIKBl ®"'®KBn — Ky +KA1 + .. +KAm
o [x1:B1, ., Xy By - M:A | ag: Ay, .,y Ay = OP
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Interprétation CBV (directe)

Dans une catégorie de co-contrdle
[x1:B1, Xy i By = MiA | oy 2 Ay, a2 A
[Bil, ® .. ® [Bu], = [A] + [Ad], + - + [Anl],
Interprétation des types :
> [[T]]v =T
[AAnB] =[A] ®[B],
[A — B], = [A], — [BI,
[1],=0
[V B], = [A] +[BI,

v v v

v

Utilise la structure close faible
Interprétation des termes :
» utiliser les morphismes structurels d'une catégorie de co-contréle
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Sémantique obtenue

Théoréme

En appel par valeur, l'interprétation directe du Ap-calcul dans R€ coincide
avec 'interprétation de la traduction CPS dans C.

Théoréme (correction et complétude de la sémantique)
M =y si et seulement si [M] = [N] .
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Dualité CBN/CBV

@ Dualité « syntax-free » entre catégories de controle et catégories de
co-contrdle

> Echange Xet+, Ret®
» Parfaitement involutive

@ Dualité syntaxique entre Ap-termes en CBN et Au-termes en CBV

» Sur les types : De Morgan ; involutive a isomorphisme de type pres
» Sur les termes : échange fonctionnel pur et effets de bord

e Passage sémantique — syntaxique : langages internes

Au Control categories and duality 14 février 2014 41/1



Section 5

Bonus : pourquoi c’est prémonoidal ?
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Non-commutativité : exemple

e En appel par valeur, les 2 termes suivants sont différents :
» let x=M in let y=N in P
» let y=N in let x=M in P

e Probléeme quand M ou N produit un effet de bord

@ Par contre, ils sont équivalents en appel par nom
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Non-commutativité : version catégorique

@ Dans une catégorie de co-contréle, les 2 morphismes suivants sont

différents
MIe[r] [A]®[N]
> [[el] —— [A]® [I] —— [Al® [B] = [A A B]
[r1INT [M]®[B]

> [[e[I] —— [ ®[B] —— [A] ® [B] = [A A B],
e ®n’est pas bifonctoriel !
@ Dans une catégorie de contrdle, X est bifonctoriel
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Non-commutativité : exemple dual

e En appel par nom, les 2 termes suivants sont différents :
» let x=pua.(let y=pp.P in N) in M
» let y=pup.(let x=pa.P in M) in N

@ % n’est pas bifonctoriel
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Et si ® était bifonctoriel ?

Théoréme

Une catégorie de controle dans laquelle 3 est bifonctoriel est une algébre de
Boole.

e La logique classique est dégénérée...
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